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REGHEttCHES 


9VR U 

LOI DES 0SGILL4TI0NS DU PENDULE 


A SUSPENSION A LAMES 
iBXS ismmBnisniiiiriBiKS ^asLiKs. 


Depuis un certain nombre d’années, on préfère généralement, pour le |>eii- 
dulc régulateur des chronomètres fixes, le mode de suspension è lames, à l'em- 
ploi des couteaux qui offrent l’inconvénient de produire une usure rapide des 
surfaces en contact, en donnant lieu à des frottements appréciables. 

Le rôle que joue l'élasticité des lames dans ce mode de suspension , me parais- 
sant n’avoir été étudié jusqu'ici que sous le rapport expérimental, j'ai chercbé 
à m’en rendre compte , en m’appuyant sur la théorie ordinaire de la flexion des 
verges, où l'on fait abstraction, comme on le sait, des glissements transversaux 
qui d'ailleurs sont très-petits et négligeables dans la plupart des cas. 

Je considérerai, d’abord, la suspension comme formée d’une senle lame, 
perpendiculaire au plan d'oscillation et encastrée par son extrémité supérieure, 
et suivant une horizontale, dans une pince fixe, et par l'autre, dans la masse 
qui constitue le pendule. 

Je supposerai, de plus, afin de ne pas m'éluigner des conditions ordinaires de 
l'application, que, dans l'état de repos du pendule, la perpendiculaire abaissée; 
de son centre de gravité sur l'horizontale ci-dessus est un axe de figure, dont le 
prolongement coïncide avec celui de la lame. 

Enfin, comme la masse du pendule 
est incomparablement plus grande que 
celle de la lame, il n'y a pas lieu de tenir 
compte de l'inertie et du poids de celle 
dernière. 

Si , par le milieu O de l'horizontale 
d'encastrement , je mène la verticale ox. 
dans le sens de la pesanteur, et l’horizcm- 
talc Oÿ, perpendiculaire aux deux droiles 
précédentes, d'après ce qui précède, le 
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plan xO\f sera constamment et pendant le mouvement un plan de symétrie pour 
la lame et la masse du pendule. 

Soient, à un instant quelconque, correspondant au temps t , 

OA la forme curviligne aüectée par la lame , tangente en O à Ox ; 

AG l’axe de figure du pendule tangent en j 4 à la courbe OA ; 

M un point intermédiaire de la courbe AO ; 

G le centre de gravité du pendule; 

A\ G't les positions que prendront respectivement les points A, M, G 
bout de l'élément du tepips r " ; . 

X, y les coordonnées du point Af ; 

Xi, yi celle du point A; 

« l'angle d’inclinaison sur Ox de la tangente en M , donné par tango. = 
ai la valeur de <t pour le point A ; 

AG = A'G' = 1; 


P le poids du pendule; 

/le moment d’inertie du pendule par rapport à l’horizontale en A, perpendi- 
culaire à xOy; 

m la projection sur le plan xOy» d’une molécule de masse m du pendule; 

r la distance Am des points il et m; 

±. $ l’angle constant, formé r avec AG, en prenant le signe + ou le signe — , 
scion que r sera situé à droite ou à gauche de AG; 

E le coeffîcieut de l’élasticité de la lame; 

n sa section ; 

(1 le moment d'inertie de cette section par rapport à un axe perpendiculaire au 
plan d'oscillation xOy, passant par son centre de gravité; 

P le rayon de courbure de la lame en A/; 

$ l'arc curviligne AM variable avec le temps ; ' . 

a la valeur de s dans l’état naturel de la lame ; 

Si et al les valeurs de s. et de « relatives au point A, 

Il est clair que le déplacement du pendule de il 6r on A' G' peut être considéré 
comme résultant de la composition de deux autres déplacements : Pun de rotation 
.autour de A, ayant pour effet d’amener AG dans la direction de la parallèle AK 
à AG'; et l’autre de translation parallèle à AA' en vertu duquel A JC viendra 
coïncider avec A'G'. 

Les composantes parallèles aux axes Ox et Oy de la vitesse de translation sont 
évidemment 

dûCi dyi 

dt' dl’ 


La vitesse angulaire autour de A étant la vitesse correspondante du point 

• • • • 

m a pour expression ^ comme elle est perpendiculaire à r qui fait avec 

Ox l’angle xi ± ^ , ses projections sur Ox et Oy sont respectivement : 


da. . , K, d «(Ma. , . d tina. 

^r-^stn = — C05 (± J) 

dt-t . d sinx, , d cos a, 

r —cos = ——rros (±^) -i —r 


r sin ( ± <1 ) 
sin ( ± ^ ). 
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Il résulte de là que la force d'inertie de la masse m est en projection sur les 
aies Ox et Oy 

/> d' ro»«i ,, 

(a) mrcût{±») + —^mT 

... d*i/4 d* ain», , ,, J* au a, . , 

(b) ^.mrcoi(±JJ — — ^ wr«»(±î). 

Si l'on remarque que d’après la propriété du centre de gravité, on a ïmr coii = 

P 

= — {, imr dn )= 0 , et que l'on fasse la somme de toutes les expressions (a) et 

cel^ des expressions (b) , on tronve pour la force d’inertie totale , 

P d*x, <f* COJ», PI 

g dp dP g 
P tPy, (Pma, Pt 
g dp ’ 


En projection sur Ox : 

En projection sur Oy : 

El enfin, en projection sur la tangente en M 


dp 


fc) 




\dp 


dp 




dP tint, 
~~dp' 


^ »in» . 


La composante de la force élastique suivant la même tangente étant En 

et celle de la pesanteur P cos», l'équilibre de translation suivant sa direction 
s'exprime par l'équation : 


En 


/dj ,\ 

P 1 / 

— G 

1 = P COI» Il 

\dt / 

9 (V 


(A) 




<P jin«,\ 

Tt ) ' 


I d» P {/ d*x, ,d‘ coj»,\ /dVi .d*jini,\ ) 

' dT= • 1 *'-|- 

On obtient ainsi une première équation entre les f notions inconnues x, y 
des variables indépendantes » et l, dans laquelle il ne faudra pas oublier que 

dx 




. dx du 

dx , coj» = — , jm»=— . 

dt di 

dt 


Ü’après la constitution physiqup de l’acier, — ne peut diiïérer de l’unité du 

plus de nn 0,00093, sans quoi il y aurait rupture. C’est pourquoi on peut, 

dx d» dÿ , . dy dt dy 

sans inconvénient, remplacer cm» = — — par-^, et Jin» =~— ~r par— dans 

dt dt dt dt dt dt 

l’équation (A) qui devient alors immédiatement intégrable par rapport à », et 
donne, en remarquant que pour » o, on doit avoir constamment x=» o, y= n. 


P 


(P CflJ », \ 


Eng 

r dp 

dp , 

' \ dp dp ) 


La seconde équation, propre à déterminer les inconnues de la question, s'ob- 
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ticnilra cii prenant les mnmcnis des forces d'inertie du poids P et des forces 
élastiques relatives à la section M , par rapport à l'nac [Krpciidiculairc au plan 
xy passant par le point M. 

Or, les forces d'inertie (a) et (I)) du point m se composent chacune d'une partie 

variable avec sa position , et d'une partie constante — m — ' cl — m . 

Ces dernières forces d'inertie partielles pour tous les points du corps, auront 

P d'r 

pour résultantes respectives, passant par le centre de gravité G, r-,* 


9 dt' 
de P sera : 


dont la somme des momenU, par rapport à M , ajoutée au moment 


(d) 


— ^ + — »)— + — J) J 


Il reste maintenant à prendre les moments des parties variables des forces 
d'inertie (a) et (b). 

La différence des ordonnées des points m et d/ est 

r »iti ( «4 ± î ) + 9, — y. 

cl celle des abeisses 

r «M ( », ± î ) -t- Xj — X. 

La somme des moments des parties variables sus-mentionnées est, par suite 


cos ( * ) j r »m (», ± î ) + ÿi — y J 

— — ïmr COI ( ± î) I r im (*i ± a) + yi — y J 

7 - — Iwr «n ( ± î) I r («I ± 4- .T| — x\ * 

dr ' ' 

— ^ ) 1 r COI ( »i ± î ) -I- xi — I I 

En développant sin (», ±î) et cos (», ± î), mettant en dehors du signe £ tous 
les facteurs indépendants de m, r, î, et remarquant qu’en vertu de la sjmétrie 
et de l'homogénéité ou de la distribution svmétrique des masses, on a > 


£mr lin ( ± î ) = 0 , Imr* lin ( ± î ) = 0 , £mr’ lin ( ± S ) coi ( ± i ) = 0. 


On trouve 


*** j l'tn», ïmr* + (yi — y) £mr coi (±î) } 

^ ** I “ + (*■! — COJ ( ± * ) } 


Or 


Imr» =: / 

l> 

ïmr COJ ( ± i ) = — / 
9 


(e) rf* rf*»| /deti\* 

U.) 


rf’ jfin X, 

. di» 


CO*,.- -*m,, (— ) 
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Jo sort*! i|ue l'expression ei-ilessnis devient 


(0 


iTïj P i <r ftMï, 


— ^ Tîî» ^ 
rfr 3 


(Pjihï, I 

(»i— ») -r , — (Ji— ■>■);• 


dl* ,u 

La somme des inomenls (il) et (f) doit être égale au moment des forces élas- 

*** —, que l’on peut prendre ici égal — - 
P 

dt — du 

— ^ — , on arrive ainsi a 1 équation 


liques > “ t que l’on peut prendre ici égal à — en raison de la pelilesse de 


IH) 


E[i. d‘x, PTA, <P f««», d=smi, j 

“ + + A — T) j ■ 


dans laquelle — = 


d‘y 

dj> 


' (- 


dor’ 


M. de Saint-Venant a démontré que les éqiialions du la forme (B) pouvaient 
s’intégrer, par rapport à x, à l’aide des fonctions elliptiques, quelle que soit la 
déformation de la lame; mais l'intégrale à laquelle on arrive est trop compliquée 
pour que l'on puisse songer à continuer l’inlégralion par rapport à t; c’est pour- 
quoi noos abandonnerons le cas général pour ne nous occuper que de celui où 
les oscillations ne sont que de quelques degrés, de manière à pouvoir négliger i* 
devant l’unité. 

Dans ces conditions, on a 

dl = y/t -|.x< dx = dx ou 1 = 1 , 


f COI ttl 

dl* 


, d**. 


d«i* 

IF 


d*3[, dit* 

‘‘dF~ TF' 


rf* 5in î 


d*«l 




dl,* d*«, 

TF~TF 


dat|* 

TF' 


On peut d’ailleurs considérer y, > et leurs dérivés par rapport à t comme étant 
du même ordre de grandeur que >, sauf vérification ultérieure; de sorte qu’il 
est permis de négliger les termes qui les renferment au troisième degré ou au 
deuxième degré, respectivement devant la première puissance de chacun d'eux, 
ou devant x, l 

En ayant égard à ces simpliiications, l’équation (A') donne 



et pour le point A , en remplaçant dans le deuxième membre x par a. 



1,’éqnalinn (It) coniliiit, de la même manière, à la suivante : 
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i'i) 


. (l'^y j , PI , . 

/ + — (a:, — X) 
dx' f y 




'lu 


9 L 

X '“‘J 


( + j/j — y ) + 




Si l’on pose 


(' = 


*. 


et 


X, — ar)J 


I représentera la longueur de la lame sous l’action du poids du pendule réduit au 
repos; et z la variation que cette longueur éprouvera- pendant le mouvement. 

P 

L’équation (t) devient alors, eu égard à la petitesse de — 

d'% Efig 

(5) _ - 


dt^ 


Pi 


Si l’on s’arrange de manière à ce que l’on n’altère pas la longueur « de la 
lame, lorsque l’on écarte le pendule de la verticale pour le mettre en mouve- 
ment, en l’abandonnant ensuite à lui-même, condition à laquelle on cherche, 
autant que possible, à satisFairc dans l’application, la solution de l'équation (3) 

c-orrespond à z = 0 et 0; car cette même équation est celle du mouvement 

P 

d'un point matériel de masse —, attiré vers un centre fixe proportionnellement 

à la distance z, et dans les conditions actuelles, ce point coïnciderait, à l’origine 
du temps, avec ce centre sans vitesse initiale. 

L’équation (9) devient, par suite de l'invariabilité de 0*1 avec le temps : 




( Pt 


d»a, 

p\ 

dp 

9 [ 


9 — y).+ 


<' + *-*)] 


L’intégrale par rapport à jr de cette équation se trouve facilement, et en y 
faisant, ainsi que dans sa dérivée ^ x = Xi,y = yi, x := a,, on obtient deux équa- 
tions diCTérentielles du second ordre , par rapport au temps , entre les fonctions 
inconnues yu a, , et l’on a ainsi tout ce qu’il faut pour résoudre le problème; mais 
dans ces équations , les différentielles , par rapport au temps , se trouvent en ex- 
posants réels ou imaginaires et sous des radicaux. Il ne faut donc pas songer à 
obtenir les intégrales qui représentent les fonctions inconnues, pour une lame 
d’une longueur quelconque. 

Mais quand la lame est très-courte , par rapport à la longueur du pendule , 
comme cela a presque toujours lieu dans les horloges et les pendules , on peut 
négliger, dans une première approximation , ( a:, — x) devant / , et y, — y devant 
L’équation (4) se simplifie alors d’une manière notable et devient : 


(4') 


^ rfx* dp 


a dp 


ày 


I.’intégration , par rapport à x, en se rappelant les conditions y = o» = 0 
pour X = 0 , donne 
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( 6 ) 

puis 

P) 
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! du 
‘ ^'u. — • 

‘ dx 


dt* 

j ( , d*a P PI <Pyi) x' 


g dp 


ax 


y = 


y. = Y"*‘ 


£yi _ Ji 
dp 2 dp 


d^Oi, 


qui, dans les équalions (4') et (5), doit ôtre négligé devant / — , d’après le mode 
d’approximation adopté ; la première formule (5) donne par suite , en y faisant 

* = X, = a, = ï, 

( 8 ) 

d’où l'on déduit, en appelant a't l’écart initial du pendule 


( 0 ) 


( 10 ) 


( 11 ) 


(12) 


. / PI + F.|x ^ 

dt y t — a*, 

I 

pTTë^ 

I 

‘= y 


\/ a't — a*, 


ttt =. a't COS 


Efx. arccosoii 

/PTPË^ ^ 

V-r^ ■ 


i _j d«t ::: , i . /pi + ^ /w + ^ 

'• "sr-^' x/ -V- ~ "" V ~ '■<* î . 

. ,:f ■ V / f ■ -c 

•y . ^ ‘ £i... 


puisque pour < ^ o, on doit avoir «, k ^ ^ ? îT'i 

La durée d’une oscillation double aura , par suite, pour expressioi^' , . ^ 

'■; è»j ?• 

( 13 ) r = 2 TT i / p/+Ea . 


- r'. / 

= 2 ÎT A / P/ + Ea . 

V ‘ - 


f' ^ 


tandis que si le pendule était tout simplement soutenu par son extrémité A , à 

l’aide d’un couteau , on aurait “ ^ 

r- ' '■. 

T 

V PI . ; ' 

’Otc 


. 1 - ■ -r. - . ■ - ■ 

/T ' *-T‘ ■ ' ^ 

= 2 ff i/ — . -•■ 

K 'î. -V- !. i»c 


Digitized by Google 


— JO — 

I/élasticilé de la lame a donc pour cfTcl de diminuer la durée des oscillations 
sans altérer leur isochronisme. 

D'après les formules (6), (7), (8) et (12), y,, a, et leur dérivées , par rapport au 
temps , sont bien du même ordre de grandeur que «, comme nous l'avons supposé 
à priori. 

Keprésentant par a la largeur de la lame, et par b son épaisseur, on sait que 
Il = o6,, !* = Ti ob*, et comme pour l'acier très-fin , recuit i l'huile cl trempé , 

F<u t 

on a Jï = 3. 10“, il vient -^ = j 10'“, ou , en évaluant a , è, • en inillimèircs 


F.u afr* 

— = 2,3 — . 

1 t 

ol par suite 


ni) r= 2 s ^ Pi + 2,Safc' • 

Dans les pendules d'appartement dont le balancier ne pèse pas plus de .'>0O 
grammes, la suspension ne se compose ordinairement que d’une seule lame; 
mais dans les horloges et certaines pendules , elle est formée de deux lames iden- 
tiques, situées dans un plan perpendiculaire au plan jl'oscillalion , passant par 
l’axe de figure du pendule , et svméiriquement disposées, par rapport à cet axe. 
Il est clair que pour ce dernier cas, la théorie est la même que celle qui vient 
d'êire exposée; seulement n et p. devront représenter respectivement la somme 
des sections des deux lames cl des moments d’inertie de ces sections évaluées , 
comme on l'a dit plus haut. Il résulte de là que la formule (14) subsiste encore 
pour le même cas , en ; supposant toutefois que n est la somme des largeurs de.s 
deux lames. 

1,'épaisseur des lames employées est toujours très-faible et n'atteint pas de 

millimètre , et comme , en général , - est au plus égal à l'unité augmentée d'une 

très-petite fraction, le terme dû à l'élasticité qui, dans la formule (19), vient 
s'ajouter à PI est très-petit , par rapport à cette quantité : on peut donc remplacer 
cette formule par la suivante , qui s'en déduit facilement : 


T = ït. 



1,123. 


7^/' 


Or 2 : 


// . , 
s / — n es 
Y PI 


— n’est autre chose que la durée d’une oscillation qui serait exé- 


cutée parle pendule s’il était suspendu à l’aide d’un couteau , suivant l'axe pro- 
jeté en A ; on a ainsi, en appelant t cette durée ; 


T = 




1,123. 


o^\ 


rt la fraction dont l'élasticité diminue l'uscillalion est Iit23 


ah' 

Pli' 


Soient, |)ar exemple, a = 5“”, • =2'"'”, 6 = 0“” 1, P = 0^ .3, / = O"'» .3. On 
(rouve, pour cette fraction 0,02 environ, ce qui est insignifiant, malgré les condi- 
tions exceptionnelles dans lesquelles nous nous sommes placés, cl que nous avons 
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choisies à dessein , afin de bien faire comprendre le rôle que joue rélasticitc dans 
les lois du mouvement pendulaire. On peut donc dire que rélaslicilc, pour une 
lame très-courte , non-seulcmcnl n’altère pas l'isochronisme des oscillations du 
pendule , mais encore que , dans la plupart des cas , ses effets sont négligeables, 
par rapport à ceux de In pesanteur agissant sur la masse mobile. 

D’après la formule (I i), en raccourcissant la lame, on peut réduire iniléOniment 
cl jusqu'à zéro, la durée des oscillations du pendule; mais pour la modifier d'une 
manière sensible, il faudrait opérer sur des longueurs de lames d'une petitesse 
comparable à celle de leur épaisseur; de sorte que ce mode de réglage devient 
complèlcmcnt illusoire au-delà d'une certaine limite, passée laquelle les diverses 
dispositions imaginées par les horlogers, basées sur ce principe, ne peuvent plus 
fonctionner d'une manière satisfaisante. 

E'i. 

Mais, en raison de la petitesse de — par rapport à P/, on peut se demander si , 

en négligeant ar, — x, et y, — y. devant I et fx,, on n’a pas commis une erreur au 
moins égale à la fraction qui représente l’influence de l'élasticité sur la durée des 
oscillations. C'est ce que nous allons chercher à connailre, en conservant, dans 
le calcul de x,, la première puissance de la longueur de la lame. 

Des équations (5) et (6) on déduit 

ï. — — 

*1 



cn négligeant le carré dex, — ,r. De plus 


d*ÿi X, 

di‘ ~ i' dt*' 


Kii siibstituanl ces valeurs dans le second membre de réqiialion (4), on ne 
cunimcttra qu'une erreur du deuxième ordre en .c et Xi, cl l'oti obtiendra 






‘ V y \ 2 

puis , en intégrant par rapport à x, 

rfy /,/’//, \\ d’r, 

J = K,x . _ -H - X. - x) j X - ; - Px 

en faisant, dans cette dernière équation , x =x, = •; 


— Pt, / -t- X, — X , 


T < -I- X,-j ; 


di‘ 


‘‘ (' ■*■ î) 


ci les oscillations sont encore isochrones ; seulcmeut leur durée sera un peu iiio- 
diliée, et aura pour expression : 
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Dans la pluparl des cas , • et — seront très-petits, et alors on pourra prendre 
approiimativcment 

et comme ÎPP > Ig, le terme en • est positif. On voit ainsi de quelle manière 
les eiïets de l’élasticité viennent s’ajouter à ceux qui , dans un pendule ordinaire, 
résulteraient d'une augmentation que l'on aurait fait subir à sa longueur. 

Soit, par exemple, /y = g PI', o» ® 



5 Fj» 

et en prenant les données numériques ci-dessus, ‘ = 0,00î, = 0,02; 

l'influence de l'élaslicilé, quoique très-faible , est donc de beaucoup supériciyc à 
celle du terme complémentaire en i que nous avons introduit dans notre mode 
d'approximation. 

Nous terminerons en faisant observer que les conséquences auxquelles conduit 
la formule (15) sont les mêmes que celles qui sont relatives à la formule (13). 



B««aiiçon. lin|trifncrie d'OulhcniD>ChaliDilre nii. 

00k0l8?6i 


"Digitized by Google 



